
Η Μέθοδος των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου
(Finite Difference - Time Domain)

Η FDTD αποτελεί µια από τις πιο δηµοφιλείς µεθόδους για την
αριθµητική επίλυση των εξισώσεων του Maxwell. Το µαθηµατικό
της µοντέλο βασίζεται στη διαφορική µορφή των εξισώσεων του
Maxwell.
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Σηµείωση: O FDTD αλγόριθµος βασίζεται στη διακριτοποίηση µόνο των
εξισώσεων στροβιλισµού. Οι υπόλοιπες εξισώσεις ικανοποιούνται
ενδογενώς από τον αλγόριθµο

Το µαθηµατικό µοντέλο της FDTD(1)



Από τις διανυσµατικές εξισώσεις στροβιλισµού, καταλήγουµε µε ανάπτυξη των
τελεστών σε καρτεσιανές συντεταγµένες σε ένα σύστηµα 6 γραµµικων εξισώσεων.
Οι εξισώσεις αυτές περιλαµβάνουν τις µερικές παραγώγους των συνιστωσών του
ηλεκτρικού και µαγνητικού πεδίου.
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Η Μέθοδος των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου
(Finite Difference - Time Domain)

Το µαθηµατικό µοντέλο της FDTD(2)



Το µαθηµατικό µοντέλο της FDTD(3)

Η Μέθοδος των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου
(Finite Difference - Time Domain)

Για προβλήµατα δύο διαστάσεων
ισχύει:
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Συνεπώς καταλήγουµε σε δύο (αποπλεγµένα µεταξύ τους) σύνολα εξισώσεων.

ΤΕ ρυθµός ΤΜ ρυθµός



Η Μέθοδος των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου
(Finite Difference - Time Domain)

Το µαθηµατικό µοντέλο της FDTD(4)
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Για προβλήµατα µιας διάστασης
ισχύει:

Συνεπώς καταλήγουµε σε δύο (αποπλεγµένα µεταξύ τους) σύνολα εξισώσεων.
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(λόγω µηδενικών Α.Σ.) (λόγω µηδενικών Α.Σ.)

ΤΕ ρυθµός ΤΜ ρυθµός



Η Μέθοδος των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου
(Finite Difference - Time Domain)

Προσέγγιση των µερικών παραγώγων µε πεπερασµένες διαφορές(1)

Παρατηρούµε ότι στο σύστηµα περιλαµβάνονται χωρικές και χρονικές
παράγωγοι. Θα παρουσιαστεί η διαδικασία διακριτοποίησης για µια γενικής
µορφής συνάρτησης f(x,t)

Προκειµένου να επιλυθεί αριθµητικά µια Μ∆Ε η οποία περιλαµβάνει πρώτης
τάξης (χρονικές και χωρικές) µερικές παραγώγους της συνάρτησης f,
xωρίζουµε το µονοδιάστατο χωρίο στη x – διεύθυνση σε στοιχειώδη µήκη ∆x και
το χρόνο σε στοιχειώδη χρονικά διαστήµατα ∆t.

x∆x

t

∆t (2∆x,∆t) ή (2,1)



Η Μέθοδος των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου
(Finite Difference - Time Domain)

Προσέγγιση των µερικών παραγώγων µε πεπερασµένες διαφορές(2)

• Προσέγγιση Χωρικών Παραγώγων µε Κεντρικές ∆ιαφορές
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• Προσέγγιση Χρονικών Παραγώγων µε Κεντρικές ∆ιαφορές

Αναπτύσσουµε την πρώτη παράγωγο µε πεπερασµένες χωρικές
διαφορές γύρω από το σηµείο (i,n)

Αναπτύσσουµε την πρώτη παράγωγο µε πεπερασµένες χρονικές
διαφορές γύρω από το σηµείο (i,n)



Η Μέθοδος των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου
(Finite Difference - Time Domain)

Εφαρµογή σε µονοδιάστατα προβλήµατα (ΤΜ ρυθµός)
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Σηµείωση: Η συνιστώσα του Ε υπολογίζεται σε ακέραια πολλαπλάσια του χρονικού και
χωρικού βήµατος, ενώ η συνιστώσα του Η υπολογίζεται χρονικά και χωρικά ενδιάµεσα
στις συνιστώσες του Ε (Αλγόριθµος Leap – Frog)



Η Μέθοδος των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου
(Finite Difference - Time Domain)

Εφαρµογή σε δισδιάστατα προβλήµατα (ΤΜ ρυθµός)
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Σηµείωση: Για τη εφαρµογή σε
προβλήµατα τριών διαστάσεων
ακολουθείται παρόµοια διαδικασία



Η Μέθοδος των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου
(Finite Difference - Time Domain)

Εφαρµογή σε τρισδιάστατα προβλήµατα (ΤΜ ρυθµός)

Το πλέγµα του Yee σε 3 διαστάσεις



Η Μέθοδος των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου
(Finite Difference - Time Domain)

Ικανοποίηση των νόµων Faraday και Ampere σε ολοκληρωτική µορφή

Παρόλο που η FDTD µέθοδος παρουσιάστηκε ως αριθµητική µέθοδος επίλυσης της διαφορικής
Μορφής των εξισώσεων του Maxwell, µια πιο µακροσκοπική προσέγγισή της αποκαλύπτει ότι,
λόγω του συγκεκριµένου τρόπου τοποθέτησης των συνιστωσών του E και του Η στον τρισδιάστα-
το χώρο, η µέθοδος ικανοποιεί και την ολοκληρωτική µορφή των εξισώσεων του Maxwell.
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Ικανοποίηση των νόµων Gauss για Ε και Η

Επιπρόσθετα, η διάταξη των συνιστωσών είναι τέτοια ώστε :
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Σηµείωση: Η ικανοποίηση των εξισώσεων του Maxwell και στην ολοκληρωτική τους µορφή

δίνει την ιδιότητα στην FDTD να εξοµοιώνει ενδογενώς τις οριακές συνθήκες για τις συνιστώ-

σες των πεδίων



Η Μέθοδος των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου
(Finite Difference - Time Domain)

Θέµατα υλοποίησης(1)

• Επιλογή χωρικού βήµατος

Βασική παράµετρος για την επιλογή του χωρικού βήµατος είναι η µέγιστη συχνότητα fmax για
την οποία µελετάµε κάποιο πρόβληµα. Στην fmax αντιστοιχεί ένα ελάχιστο µήκος κύµατος λmin
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Σύµφωνα µε το θεώρηµα δειγµατοληψίας, πρέπει να λαµβάνονται τουλάχιστον 2 χωρικά
δείγµατα για κάθε πεδιακή συνιστώσα σε κάθε διεύθυνση του τρισδιάστατου χώρου. Συνεπώς,

2
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Σχόλιο: Συνήθως επιλέγονται οι διαστάσεις του πλέγµατος να είναι µικρότερες από λmin/10



Η Μέθοδος των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου
(Finite Difference - Time Domain)

Θέµατα υλοποίησης(2)

• Επιλογή χρονικού βήµατος
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Συµπέρασµα: Για δεδοµένη µέγιστη συχνότητα (η οποία καθορίζει τη χωρική
διακριτοποίηση), το χρονικό βήµα έχει µία µέγιστη επιτρεπτή τιµή πάνω από την οποία ο
αλγόριθµος πέφτει σε αστάθεια.

Η παραπάνω ανισότητα είναι γνωστή ως συνθήκη ευστάθειας Courant και καθορίζει ένα άνω
όριο για το χρονικό βήµα, δεδοµένης της διακριτοποίησης στο χώρο και της ταχύτητας όδευσης
του κύµατος



Η Μέθοδος των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου
(Finite Difference - Time Domain)

Θέµατα υλοποίησης(3)

• Φυσική εξήγηση της ευστάθειας για µονοδιάστατα προβλήµατα

Αριθµητικό πεδίο εξάρτησης

Φυσικό πεδίο εξάρτησης

Το φυσικό πεδίο εξάρτησης έχει κλίση κ1=v

Το αριθµητικό πεδίο εξάρτησης έχει κλίση κ2=∆x/∆t

∆x

∆t

Για να είναι ευσταθής ο αλγόριθµος, θα πρέπει το αριθµητικό πεδίο εξάρτησης να είναι
υπερσύνολο το φυσικού πεδίου εξάρτησης. Στην αντίθετη περίπτωση υπάρχουν σηµεία
εκτός του αριθµητικού πεδίου τα οποία επηρρεάζουν τη λύση και τα οποία ο αλγόριθµος
δε λαµβάνει υπόψη. Η απαίτηση αυτή οδηγεί στη σχέση:

xtv
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Η Μέθοδος των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου
(Finite Difference - Time Domain)

Θέµατα υλοποίησης(4)

• Χρήση Απορροφητικών Οριακών Συνθηκών

Α) H Απορροφητική Οριακή Συνθήκη MUR (επίλυση κυµατικής εξίσωσης στο όριο του
πλέγµατος)

Β) H Τεχνική PML (προσαρµογή χαρακτηριστικής αντίστασης µέσου – µηδενική ανάκλαση
στο όριο του πλέγµατος)

Οι απορροφητικές οριακές συνθήκες χρησιµοποιούνται για τον τερµατισµό του
πλέγµατος στην περίπτωση µελέτης ανοικτών προβληµάτων
πχ µοντελοποίηση κεραιών, προσδιορισµός RCS (συντελεστής οπίσθιας σκέδασης)στόχων

Οι σηµαντικότερες Απορροφητικές Οριακές Συνθήκες είναι:



Η Μέθοδος των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου
(Finite Difference - Time Domain)

Πλεονεκτήµατα της FDTD

�Επιλύει τις Εξ. Maxwell στο πεδίο του χρόνου, δίνοντας την απόκριση του συστήµατος για
ένα ευρύ φάσµα συχνότητων (Χρήση πηγής µε ευρύ φασµατικό περιεχόµενο). Με χρήση
FFT µπορούµε να βγάλουµε συµπεράσµατα για κάθε συχνότητα που µας ενδιαφέρει.

�Επιλύει ταυτόχρονα για το ηλεκτρικό και µαγνητικό πεδίο.

�Η διάταξη των συνιστωσών των πεδίων στο κύτταρο του Yee ικανοποιεί τόσο τη διαφορική
όσο και την ολοκληρωτική µορφή των εξισώσεων του Maxwell. Άρα ικανοποιούνται
ενδογενώς οι οριακές συνθήκες.

�Η διάταξη των συνιστωσών των πεδίων στο κύτταρο του Yee ικανοποιεί τους νόµους του
Gauss

�∆εν απαιτεί αντιστροφή πίνακα

�Είναι απλή στον προγραµµατισµό και µπορεί να µοντελοποιήσει µε ευκολία ανοµοιογενή,
ανισοτροπικά και µη γραµµικά υλικά.



Η Μέθοδος των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου
(Finite Difference - Time Domain)

Μειονεκτήµατα της FDTD

�Φαινόµενο αριθµητικής διασποράς (Numerical Dispersion). Κάθε συχνότητα οδεύει στο
υπολογιστικό πλέγµα µε διαφορετική ταχύτητα.

�Σφάλµα κλιµάκωσης (Staircase Error). Οι οµαλές επιφάνειες µιας γεωµετρίας
προσεγγίζονται κλιµακωτά.

�Ακρίβεια δεύτερης τάξης της µεθόδου. Παρουσιάζονται σφάλµατα δεύτερης τάξης στο χώρο
και στο χρόνο

Τα προβλήµατα αυτά µπορούν να αντιµετωπιστούν είτε µε επιλογή πλέγµατος µικρότερων
διαστάσεων (� αύξηση του αριθµού των αγνώστων) είτε µε την εφαρµογή ανοµοιόµορφου
πλέγµατος είτε µε αύξηση της τάξης της ακρίβειας (λαµβάνουµε υπ’ όψη µας περισσότερους
όρους στην προσέγγιση των παραγώγων)



public static void main(String [] args) {

FDTDMesh mymesh=new FDTDMesh(3E+08,3E+09,10,1,1);

fieldHandler fields=new fieldHandler(mymesh);

MaterialAssigner materials=new MaterialAssigner(mymesh);

SourceModeller mymodeller=new SourceModeller(mymesh,15,15,32.0);

int timestep_limit=100;

for(int timestep=0;timestep<=timestep_limit;timestep++) {

System.out.println("Current time step: "+timestep);

fields.updateEfield(hfield.Hx,hfield.Hy,materials);

fields. applyBoundaryConditions();

fields.updateSource(mymodeller,timestep);

fields.updateHField(efield.Ez,materials);

}

}

Παράδειγµα δόµησης 2D FDTD κώδικα σε Java

Η Μέθοδος των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου
(Finite Difference - Time Domain)



Βασικές κλάσεις:

• FDTDMesh : Η κλάση αυτή διατηρεί την πληροφορία για το πλέγµα στο οποίο θα εφαρµοστεί η 
µέθοδος

Η Μέθοδος των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου
(Finite Difference - Time Domain)



•MaterialAssigner : Η κλάση αυτή διατηρεί την πληροφορία για τα υλικά µε τα οποία αλληλεπιδρούν οι
συνιστώσες των πεδίων στο πλέγµα

Η Μέθοδος των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου
(Finite Difference - Time Domain)



•SourceModeller : Η κλάση αυτή διατηρεί την πληροφορία για τη θέση και την τιµή της πηγής που
χρησιµοποιείται

Η Μέθοδος των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου
(Finite Difference - Time Domain)



• fieldHandler : Η κλάση αυτή διατηρεί την πληροφορία για τις τιµές των συνιστωσών στα σηµεία του
πλέγµατος και είναι υπεύθυνη για την ενηµέρωση του ηλεκτρικού πεδίου και του µαγνητικού πεδίου,
την εφαρµογή των οριακών συνθηκών και την εφαρµογή των πηγών.

Η Μέθοδος των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου
(Finite Difference - Time Domain)



Η Μέθοδος των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου
(Finite Difference - Time Domain)

Εφαρµογές της FDTD

•Μελέτη επίδρασης ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας στον άνθρωπο
(εφαρµογές βιοηλεκτροµαγνητισµού)

•Σχεδίαση µικροκυµατικών διατάξεων (κυµατοδηγών, φίλτρων, κεραιών) και
οπτικών διατάξεων (οπτικές ίνες)

•Μελέτη Ηλεκτροµαγνητικής Συµβότητας (EMC) και Ηλεκτροµαγνητικής
Αλληλεπίδρασης (ΕΜΙ) συσκευών

•Μελέτη σκέδασης από σύνθετες διατάξεις – Επίλυση προβληµάτων
αντίστροφης σκέδασης.



Μαθηµατικό µοντέλο για το ρυθµό TMz:
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Αποσύνθεση του υπολογιστικού χώρου

Όριο υπολογιστικού χώρου

Στόχος: H κατανεµηµένη επίλυση ενός προβλήµατος µεγάλης κλίµακας
από ένα πλήθος επεξεργαστών

Υπολογιστικός χώρος
Ω
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Κατανεµηµένος 
υπολογιστικός 

χώρος Ω

Ω1

Ω2

Ω3

Ω4

Ωn

Αποσύνθεση του υπολογιστικού χώρου

Όριο υπολογιστικού χώρου
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(επιβολή ABC)

TM πλέγµα



Κατανεµηµένη επίλυση προβληµάτων 2 διαστάσεων µε τη µέθοδο FDTD

Εz

Hx

Hy

Περιοχή 1

Περιοχή 2

Περιοχή 3

TM πλέγµα
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Εφαρµογή: Πρόβληµα σκέδασης από PEC κύλινδρο1

PEC σκεδαστής

Ελεύθερος χώρος

Σηµειακή πηγή
(παλµός Gauss)

Όριο του υπολογιστικού
χώρου



Στάδια υλοποίησης:

α) Υλοποίηση υπολογιστικού κώδικα σε Java για την επίλυση του προβλήµατος

Εφαρµογή ΜUR ABC στα όρια του πλέγµατος

β) Προσαρµογή του κώδικα για κατανεµηµένη επίλυση από ένα σύνολο Κινητών

Αντιπροσώπων

γ) Υλοποίηση Μaster-Worker µοντέλου για την κατανεµηµένη επίλυση

Κατανεµηµένη επίλυση προβληµάτων 2 διαστάσεων µε τη µέθοδο FDTD



α) O Master Agent πραγµατοποιεί την αποσύνθεση του προβλήµατος

β) O Master Agent δηµιουργεί Solver Agents, κάθε ένας από τους οποίους
προορίζεται να επιλύσει µια συγκεκριµένη περιοχή

γ) Oι Solver Agents µετακοµίζουν στα αποµακρυσµένα συστήµατα και επιλύουν
το πρόβληµα επικοινωνώντας µεταξύ τους

Κατανεµηµένη επίλυση προβληµάτων 2 διαστάσεων µε τη µέθοδο FDTD

Αρµοδιότητες πρακτόρων



α) Επικοινωνία µεταξύ των Solver Agents

β) Επικοινωνία µεταξύ του Master Agent και κάθε  Solver Agent ξεχωριστά

Κατανεµηµένη επίλυση προβληµάτων 2 διαστάσεων µε τη µέθοδο FDTD

Επικοινωνία µεταξύ των πρακτόρων

Master Agent

Solver Agents

Master Agent

Solver Agents



Επικοινωνία µεταξύ των Solver Agents

Ο κάθε Solver Agent έχει ανά πάσα χρονική στιγµή την πληροφορία για την ενηµέρωση 
των συνιστωσών του µαγνητικού πεδίου της περιοχής του. Στο στάδιο αυτό δεν χρειάζεται 
αµοιβαία επικοινωνία µεταξύ των Solver Agents

Στην περίπτωση ενηµέρωσης του ηλεκτρικού πεδίου όµως, ο κάθε Solver Agent 
χρειάζεται πληροφορία από τους γειτονικούς του:

α) Για την ενηµέρωση του ηλεκτρικού πεδίου στο όριο του που αντιστοιχεί σε εσωτερικά 
σηµεία του πλέγµατος (λαµβάνει τις τιµές του Hx ακριβώς µετά το όριο)

β) Για την εφαρµογή της ABC στο όριο του υπολογιστικού χώρου που αντιστοιχεί στην 
περιοχή την οποίο επιλύει

Κατανεµηµένη επίλυση προβληµάτων 2 διαστάσεων µε τη µέθοδο FDTD



Επικοινωνία µεταξύ του Master των Solver Agents

Αιτία: ο συγχρονισµός των Solver Agents

α) στην ενηµέρωση του ηλεκτρικού πεδίου

β) στην ενηµέρωση του µαγνητικού πεδίου

γ) στην αποθήκευση των τιµών στο όριο του πλέγµατος (για εφαρµογή 
της ABC στο επόµενο χρονικό βήµα)

Κατανεµηµένη επίλυση προβληµάτων 2 διαστάσεων µε τη µέθοδο FDTD



Έλεγχος της λύσης

Έλεγχος αριθµητικών αποτελεσµάτων για ανίχνευση αστάθειας

Έλεγχος οριακής συνθήκης

Έλεγχος συνόρου µεταξύ των γειτονικών υπο-περιοχών την ίδια χρονική 
στιγµή

Κατανεµηµένη επίλυση προβληµάτων 2 διαστάσεων µε τη µέθοδο FDTD


