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𝒁𝟎 =
𝑳

𝑪

χωρητικότητα ανά μονάδα μήκους

Το παράδειγμα της μικροταινίας

• Επίλυση του προβλήματος της ταινιογραμμής

𝝀𝟎 ≪ 𝒉


ΤΕΜ (προσεγγιστικά)

𝑬𝒛 = 𝑯𝒛 = 𝟎

✓ στατικές μέθοδοι ανάλυσης

αυτεπαγωγή ανά μονάδα μήκους

𝜺𝒓 = 𝟏 𝑳𝒔𝒕𝒓 = 𝑳 𝒗𝒔𝒕𝒓 = 𝒄 =
𝟏

𝑳𝑪𝒔𝒕𝒓

𝒗 =
𝟏

𝑳 𝑪

֜ 𝑳 = 𝑳𝒔𝒕𝒓 =
𝟏

𝒄𝟐𝑪𝒔𝒕𝒓

𝒗 = 𝒄
𝑪𝒔𝒕𝒓
𝑪

𝒁𝟎 =
𝟏

𝒄 𝑪𝒔𝒕𝒓𝑪

 αρκεί ο υπολογισμός της 
χωρητικότητας ανά μονάδα μήκους

διδιάστατο
πρόβλημα



Κατάστρωση μιας εξίσωσης για τη μικροταινία(1)

• Οριακές Συνθήκες:

• Εξίσωση Laplace:

𝒖 = 𝒖𝟎

𝝏𝟐𝒖(𝒙, 𝒚)

𝝏𝒙𝟐
+
𝝏𝟐𝒖(𝒙, 𝒚)

𝝏𝒚𝟐
= 𝟎

𝒖 𝒙, 𝒚 =
𝟏

𝟐𝝅
න
−∞

+∞

𝑼 𝒌𝒙, 𝒚 𝒆𝒋𝒌𝒙𝒙 ⅆ𝒌𝒙 =
𝟐

𝝅
න
𝟎

+∞

𝑼 𝒌𝒙, 𝒚 𝒄𝒐𝒔 𝒌𝒙𝒙 ⅆ𝒌𝒙

𝝏𝟐𝑼 𝒌𝒙, 𝒚

𝝏𝒚𝟐
− 𝒌𝒙

𝟐𝑼 𝒌𝒙, 𝒚 = 𝟎
𝑼 𝒌𝒙, 𝒚 = 𝑨𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒌𝒙𝒚 + 𝑩𝒔𝒊𝒏𝒉 𝒌𝒙𝒚

ηλεκτροστατικό πρόβλημα → εύρεση ηλεκτρικού δυναμικού 𝒖(𝒙, 𝒚)

 αξιοποίηση συμμετρίας ως προς 𝒚

ቤ
𝝏𝒖

𝝏ෝ𝒏
𝒙=𝟎

= 𝟎

= ቊ
𝟎, 𝒚 = 𝟎,−∞ < 𝒙 < +∞

𝟏, 𝒚 = 𝒉, 𝒙 < Τ𝒘 𝟐

𝑼 𝒌𝒙, 𝒚 = 𝑪𝒆−𝒌𝒙𝒚 +𝑫𝒆+𝒌𝒙𝒚
֜ቊ

για να  συμμετρία του uως προς y
πρέπει η κάθετη παράγωγός του να 
μηδενίζεται πάνω στον y

ΠΕΡΙΟΧΗ 1

είτε ΠΕΡΙΟΧΗ 2

𝑼𝟏 𝒌𝒙, 𝒚 = 𝟎 = 𝟎
⇓

𝑨 = 𝟎

𝑼𝟐 𝒌𝒙, 𝒚 → +∞ → 𝟎, 𝒌𝒙 > 𝟎
⇓

𝑫 = 𝟎



−𝜺𝟎 ቤ
𝝏𝒖𝟐
𝝏𝒚

𝒚=𝒉

+ 𝜺𝟎𝜺𝒓 ቤ
𝝏𝒖𝟏
𝝏𝒚

𝒚=𝒉

= 𝝈(𝒙)

Κατάστρωση μιας εξίσωσης για τη μικροταινία(2)

ΠΕΡΙΟΧΗ 2:

ΠΕΡΙΟΧΗ 1:

οριακές συνθήκες στη θέση 𝒚 = 𝒉:

επιφανειακή 
πυκνότητα 
φορτίου

𝒖𝟏 𝒙, 𝒚 =
𝟐

𝝅
න
𝟎

+∞

𝑩 𝒌𝒙 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝒌𝒙𝒚 𝒄𝒐𝒔 𝒌𝒙𝒙 ⅆ𝒌𝒙

𝒖𝟐 𝒙, 𝒚 =
𝟐

𝝅
න
𝟎

+∞

𝑪 𝒌𝒙 𝒆
−𝒌𝒙𝒚𝒄𝒐𝒔 𝒌𝒙𝒙 ⅆ𝒌𝒙

𝒖𝟏 𝒙, 𝒉 = 𝒖𝟐 𝒙, 𝒉

➢ συνέχεια 𝒖

➢ ασυνέχεια 𝑫𝒚

αλγεβρική σχέση B, C

ολοκληρωτική σχέση B, C, σ

➢ ορθογωνιότητα: 𝟎
+∞

𝒄𝒐𝒔 𝒌𝒙𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒌𝒙
′ 𝒙 ⅆ𝒙 =

𝝅

𝟐
𝜹 𝒌𝒙 − 𝒌𝒙

′

➢ 𝝈 𝒙 = 𝟎, για 𝒙 > Τ𝒘 𝟐

➢ 𝒖 𝒙, 𝒚 = 𝟏 για 𝒙 < Τ𝒘 𝟐 και 𝒚 = 𝒉



Κατάστρωση μιας εξίσωσης για τη μικροταινία(3)

με:

Χωρητικότητα

𝑪 = 𝟐න
𝟎

𝒘
𝟐
𝝈 𝒙 ⅆ𝒙

න
𝟎

𝒘
𝟐
𝑮 𝒙, 𝒙′ 𝝈 𝒙′ ⅆ𝒙′ = 𝟏

𝑮 𝒙, 𝒙′ =
𝟐

𝝅𝜺𝟎
න
𝟎

+∞ 𝒄𝒐𝒔 𝒌𝒙𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒌𝒙𝒙
′

𝒌𝒙 𝜺𝒓𝐜𝐨𝐭𝐡 𝒌𝒙𝒉 + 𝟏
ⅆ𝒌𝒙

, 𝟎 < 𝒙 <
𝒘

𝟐

«διέγερση»
ολοκληρωτική εξίσωση:



,

Επίλυση της εξίσωσης της μικροταινίας

න
𝟎

𝒘
𝟐
𝑮 𝒙, 𝒙′ 𝝈 𝒙′ ⅆ𝒙′ = 𝟏 , 𝟎 < 𝒙 <

𝒘

𝟐

𝝈 𝒙′ ≅

𝒋=𝟏

𝑵

𝒂𝒋 𝒇𝒋 𝒙
′

παράδειγμα:

𝒇𝒋 𝒙
′ = 𝒆𝑳𝒋𝒙

′



𝒋=𝟏

𝑵

𝑺𝒊𝒋𝒂𝒋 = 𝑹𝒊 , 𝒊 = 𝟏, 𝟐,⋯ ,𝑵

𝑹𝒊 = න
𝟎

𝒘
𝟐
𝒇𝒊 𝒙 ⅆ𝒙𝑺𝒊𝒋 = න

𝟎

𝒘
𝟐
න
𝟎

𝒘
𝟐
𝒇𝒊 𝒙 𝑮 𝒙, 𝒙′ 𝒇𝒋 𝒙

′ ⅆ𝒙′ⅆ𝒙με

𝑪 = 𝟐න
𝟎

𝒘
𝟐
𝝈 𝒙 ⅆ𝒙 = 𝟐න

𝟎

𝒘
𝟐


𝒊=𝟏

𝑵

𝒂𝒊𝒇𝒊 𝒙 ⅆ𝒙 = 𝟐

𝒊=𝟏

𝑵

𝒂𝒊න
𝟎

𝒘
𝟐
𝒇𝒊 𝒙 ⅆ𝒙 = 𝟐

𝒊=𝟏

𝑵

𝒂𝒊𝑹𝒊

➢ ανάπτυξη σε άθροισμα γραμμικά ανεξάρτητων συναρτήσεων:

➢ διαδικασία δοκιμής (testing):

➢ μετατροπή της ολοκληρωτικής εξίσωσης σε σύστημα γραμμικών εξισώσεων τάξης N:

න
𝟎

𝒘
𝟐
𝒇𝒊 𝒙 ⅆ𝒙 , 𝒊 = 𝟏, 𝟐,⋯ ,𝑵

άγνωστοι 
συντελεστές

συναρτήσεις 
βάσης

συναρτήσεις 
δοκιμής

❖ ίδιες συναρτήσεις βάσης και συναρτήσεις δοκιμής → μέθοδος Galerkin

χωρητικότητα



➢ αρχή ελαχίστης δυναμικής ενέργειας

Μια εναλλακτική προσέγγιση 
στο πρόβλημα της μικροταινίας

𝑷𝑨 = 𝒙 − 𝝃

𝑷𝑩 = 𝒙 + 𝝃

𝑾 =
𝟏

𝟐
ම𝒖 𝑷 𝒒 𝑷 ⅆ𝜴𝑷 → 𝑾 =

𝟏

𝟐
ඵ𝒖 𝑷 𝝈 𝑷 ⅆ𝑺𝑷

𝑷𝑪 = 𝒙 − 𝝃 𝟐 + 𝟐𝒉 𝟐

𝑷𝑫 = 𝒙 + 𝝃 𝟐 + 𝟐𝒉 𝟐

𝒖 𝒙 = −න
𝟎

𝒘
𝟐 𝝈(𝝃)

𝟐𝝅𝜺
𝒍𝒏

𝒙 − 𝝃

𝒙 − 𝝃 𝟐 + 𝟐𝒉 𝟐

𝒙 + 𝝃

𝒙 + 𝝃 𝟐 + 𝟐𝒉 𝟐
ⅆ𝝃

𝑾 =
𝟏

𝟒𝝅𝜺
න
𝟎

𝒘
𝟐
න
𝟎

𝒘
𝟐
𝒍𝒏

𝒙 − 𝝃 𝟐 + 𝟐𝒉 𝟐

𝒙 − 𝝃

𝒙 + 𝝃 𝟐 + 𝟐𝒉 𝟐

𝒙 + 𝝃
𝝈 𝝃 𝝈 𝝃′ ⅆ𝝃′ⅆ𝝃

✓κατανομή πυκνότητας 
φορτίου ώστε να 
ελαχιστοποιείται η  
ηλεκτροστατική 
ενέργεια W



➢ οριακές συνθήκες :

Μεταβολική κατάστρωση

➢ ελαχιστοποίηση ενέργειας (ακρότατο της W)

✓ συνθήκη στασιμότητας :

✓ ακρότατο (ελάχιστο):

𝜹𝑭 𝝈 = 𝟎

𝜹𝟐𝑭 𝝈 > 𝟎

μηδενική 1η μεταβολή συναρτησιακού

𝒖 = 𝒖𝟎 , −
𝒘

𝟐
≤ 𝒙 ≤ +

𝒘

𝟐
, 𝒚 = 𝒉

𝑭 𝝈 =
𝟏

𝟒𝝅𝜺
න
𝟎

𝒘
𝟐
න
𝟎

𝒘
𝟐
𝒍𝒏

𝒙 − 𝝃 𝟐 + 𝟐𝒉 𝟐

𝒙 − 𝝃

𝒙 + 𝝃 𝟐 + 𝟐𝒉 𝟐

𝒙 + 𝝃
𝝈 𝝃 𝝈 𝝃′ ⅆ𝝃′ⅆ𝝃

−න
𝟎

𝒘
𝟐
𝒖𝟎𝝈 𝝃 ⅆ𝝃



Διακριτοποίηση
με γραμμικές συναρτήσεις παρεμβολής(1)

𝝈 𝝃 ≅ 

𝒌=𝟏

𝑴

𝝈𝒌 𝒕𝒌 𝝃

άγνωστοι 
συντελεστές

συναρτήσεις 
βάσης

𝑭 𝝈 =
𝟏

𝟒𝝅𝜺


𝒋=𝟏

𝑴



𝒌=𝟏

𝑴

𝝈𝒌𝝈𝒋න
𝟎

𝒘
𝟐
න
𝟎

𝒘
𝟐
𝒍𝒏

𝒙 − 𝝃 𝟐 + 𝟐𝒉 𝟐

𝒙 − 𝝃

𝒙 + 𝝃 𝟐 + 𝟐𝒉 𝟐

𝒙 + 𝝃
𝒕𝒌 𝝃 𝒕𝒋 𝝃

′ ⅆ𝝃′ⅆ𝝃

−

𝒌=𝟏

𝑴

𝝈𝒌න
𝟎

𝒘
𝟐
𝒖𝟎𝒕𝒌 𝝃 ⅆ𝝃

𝒕𝒊 𝒙 =

𝒙 − 𝒙𝒊−𝟏
𝒙𝒊 − 𝒙𝒊−𝟏

, 𝒙𝒊−𝟏≤ 𝒙 ≤ 𝒙𝒊

𝒙 − 𝒙𝒊−𝟏
𝒙𝒊 − 𝒙𝒊−𝟏

, 𝒙𝒊≤ 𝒙 ≤ 𝒙𝒊+𝟏

𝟎 , 𝒙 < 𝒙𝒊−𝟏 , 𝒙 > 𝒙𝒊+𝟏



Διακριτοποίηση
με γραμμικές συναρτήσεις παρεμβολής(2)

με

και

με

𝝏𝑭

𝝏𝝈𝒌
= 𝟎, 𝒌 = 𝟏,⋯ ,𝑴 ⟶ 𝑺 ∙ 𝝈 = 𝑽

𝑺𝒋𝒌 =
𝟏

𝟒𝝅𝜺
න
𝟎

𝒘
𝟐
න
𝟎

𝒘
𝟐
𝒍𝒏

𝒙 − 𝝃 𝟐 + 𝟐𝒉 𝟐

𝒙 − 𝝃

𝒙 + 𝝃 𝟐 + 𝟐𝒉 𝟐

𝒙 + 𝝃
𝒕𝒌 𝝃 𝒕𝒋 𝝃

′ ⅆ𝝃′ⅆ𝝃

𝑽𝒌 = න
𝟎

𝒘
𝟐
𝒖𝟎𝒕𝒌 𝝃 ⅆ𝝃

𝝈 𝝃 ≅ 

𝒌=𝟏

𝑴

𝝈𝒌 𝒕𝒌 𝝃𝑪 = 𝟐න
𝟎

𝒘
𝟐
𝝈 𝒙 ⅆ𝒙χωρητικότητα

διέγερση

σύστημα γραμμικών εξισώσεων

(𝒖𝟎 = 𝟏)


